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� � 摘 � 要:研究了给定预算常数的最大覆盖问题,给出了求解此问题的改进贪婪算法, 得到了性能保证为

1- e
- 1的近似算法.
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Abstract:Discuss the maximum coverage problem subject to a budgeted constant, presents an improved

g reedy algorithm which has ( 1- e
- 1

)�performance guarantee for this problem.
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覆盖问题主要分为集合覆盖问题和最大覆盖问题两大类, 是一类在生产实践中有着广泛应用的组合优

化问题.文[ 1~ 3]中讨论了最大覆盖问题在选址问题中的具体应用.另外, 最大覆盖问题在电路布置、设施

定位等各方面也有广泛的应用[ 4] .

所谓预算型最大覆盖问题是指:给定集合 X= { x 1, x 2, �, x n } ,对于任一 x i  X都对应非负权 w i ( i =

1, 2, �, n) ,集族 S = { S 1, S 2, �, S m} ,其中Sj � X( j = 1, 2, �, m ) 且对应有费用系数 cj ( j = 1, 2, �, m ) ,

给定总的预算费用 L  R
+
,问题的目标是从 S 中找出子集族H � S 使得在H 中所包含元素的总费用不超

过 L 的前提下,使 H 所覆盖 X的元素的总权数达到最大.令

f ( H ) = ! x
i
 H

w i 表示H 所覆盖 X中元素的总权数. ( H∀表示H 所覆盖 X的元素)

F (H ) = ! S
j
 H ci 表示H 所包含的元素的总费用.

预算型最大覆盖问题的数学模型如下:

max
H � S

{ f (H ) | F (H ) # L } . (1)

下面,引入非减下模集函数的概念[ 5]
, 然后说明 f ( H ) 即为非减下模集函数.

令 N为一有限集, 2
N
表示由N的所有子集组成的集合,若集函数 f : 2

N ∃ R满足: 1) 对任意的集合 U,

V � N, 如果 U � V, 则必有 f ( U) # f ( V) ; 2) 对任意的集合 U, V � N,总有 f ( U) + f ( V ) % f ( U &

V) + f ( U ∋ V ) ,则称 f 为 2N 到 R的非减下模集函数.
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� � 下模集函数有下面的判定性质[ 6]
.

定义在 2N 到 R上的非减集函数 f ( H ) 为下模集函数当且仅当对任意 U, V � N,总有

f ( U) # f ( V ) + !
S
i
 U \ V

[ f ( V & { S i } ) - f ( V ) ] . (2)

由 f ( H ) 表示 H 所覆盖X中元素的总权数与权的非负性不难得出 f ( H ) 为集族 S 到权集{ w i }
n
i = 1上的

非减下模集函数.

在[ 7] 中给出了求解单一约束条件下非减下模集函数最大值的贪婪近似算法,其性能保证为 1- e
- 1
.同

样,文[ 6] 从另一角度考虑这一问题, 也得到了相同性能保证的近似算法.文[ 8] 中考虑的分组约束下最大覆

盖问题,文[ 9] 中考虑的是文[ 8] 中的一种特殊情况. 本文结合文[ 6, 7] 的思想给出预算型最大覆盖问题的改

进贪婪近似算法,其性能保证为 1- e
- 1
.所谓性能保证是指若由近似算法所求的近似解总是精确解的 �倍,

则称此近似算法的性能保证为 �.

1 � 算法设计及其性能分析

1. 1 � 算法设计

首先, 给出求解预算型最大覆盖问题的改进贪婪算法. 先给出下面将要用到的符号的意义: | U | 表示

U中元素的个数; f ( U) 表示 U 所覆盖 X中元素的总权数; F ( U) 表示 U 所包含的元素的总费用; U∀表示
U所包含的元素(集合) 的并集; S \ U 表示 S 与 U的差集.下面具体描述这一算法的步骤及基本思想.

第 1步:找出任意满足 U � S = { S 1, S 2, �, Sm} , | U | < 3 且 F ( U) # L 的子集族, 并分别计算

f ( U) ,令 f ( H 1) = max{ f ( U) } .

第 2步:算法考虑所有可行的 U � S = { S 1, S 2, �, S m} , | U | = 3并计算 f ( U) ,然后将 S 中剩余的

元素贪婪地加到 U中并保证可行性.令 f ( H 2) = max{ f ( U) } .

第 3步:比较 f ( H 1) 与 f ( H 2) , 如果 f ( H 1) > f (H 2) ,输出 H 1; 反之,输出 H 2.

下面,详细给出这一算法的程序设计步骤.

算法:

H 1 ∗ arg max { f ( U) | U � S , | U | < 3, 且 F ( U) # L } ,

H 2 ∗ �.

对所有 U � S , | U | = 3且 F( U) # L 令

t = 1, U0
= U, S

0
= S \ U.

选出集合 S i  S
0 使得

f ( S
t- 1 & { S i } ) - f ( S

t- 1
)

ci
取得最大值

若 F ( U
0
) + ci # L ,则取 U

t
= U

t- 1 & { S i } ; S
t
= S

t- 1
.

反之,取 U
t
= U

t- 1
; S

t
= S

t- 1
\ { S i } ,

t = t + 1,

直到 S
t \ U

t
= �为止.

若 f ( U
t
) > f ( H 2) 则取 H 2 ∗ U

t
.若 f ( H 1) > f (H 2) ,输出 H 1,反之,输出 H 2.

由于元素不超过3个的子集族至多!
3

i = 1

m

3
# 3m 3个,故算法至多循环3m 3次,每次循环需调用1次

贪婪算法求解, 其复杂性可达到 O( m) ,故上述算法的时间复杂性为 O(3m 4
) .

1. 2 � 性能分析

定理 1 � 利用上述算法求解预算型最大覆盖问题,求得近似解的性能保证为 1- e
- 1
.

证明 � 用 OPT 表示问题(1) 的最优解, 不失一般性,假设 | OPT | > 3,否则, 上述算法可求得其最优

解.对最优解集族 OPT 中的元素重新排序使得
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f ( OPT ) = max
S
i
 OPT \ { S

1
, �, S

i- 1
}
[ f ( { S 1, �, S i- 1} & { S i } ) - f ( { S 1, �, S i- 1} ) ] ,

上式的意义即为在 OPT 中将元素重新排序后使得S 1为所有元素中总权数最大的元素, S 2为与 S 1结合后使

得总权数增量最大的元素,依此类推. 令 V = { S 1, S 2, S 3} 表示重新排序后 OPT 中前3个元素组成的集合,

则对于任意元素 Sk  OPT , k %4与子集族 Z � S \ { S 1, S 2, S 3, S k} ,利用下模集函数的定义与集族 OPT

中元素的有序性可得

f ( V & Z & { Sk} ) - f ( V & Z ) # f ( { S k} ) # f ( { S 1} ) ;

f ( V & Z & { S k} ) - f ( V & Z) # f ( { S 1} & { Sk} ) ) - f ( { S 1} ) # f ( { S 1, S 2} ) - f ( { S 1} ) ;

f ( V & Z & { S k} ) - f ( V & Z) # f ( { S 1, S 2} & { Sk} ) ) - f ( { S 1, S 2} ) #
f ( { S 1, S 2, S3} ) - f ( { S 1, S 2} ) ;

将上面 3个不等式相加得

3f ( V & Z & { Sk} ) - 3f ( V & Z) # f ( { S1, S 2, S 3} ) - f ( { S 1, S 2} ) +

f ( { S 1, S 2} ) - f ( { S1} ) + f ( { S 1} ) = f ( V) . (3)

下面假设上述算法在第 2步中已选取子集族 V = { S 1, S 2, S 3} , 令 U
0
= V = { S1, S2, S3} ;令 t是算法

直到第1个集合 S t
*
+ 1  OPT 却未被选中加入U

t
*

时总共迭代的次数,因为S t
*
+ 1的加入会超出预算常数 L

的限制,即 c t* + 1+ F( U
t
*

) = L > L . 下面定义集函数 g (H ) = f (H ) - f ( V ) ,因 f ( H ) 为非减下模集函

数,不难得出 g (H ) 也为非减下模集函数.令 U
t
( t = 1, 2, �, t

*
) 表示算法在第 t 次迭代后得到的近似解.

利用不等式(2) 与非减下模集函数 g (H ) 的定义可得

g ( OPT ) # g( U
t
) + !

S
i

 OPT \ Ut

( g ( U
t & { S i } ) - g ( U

t
) ) =

g( U
t
) + !

S
i
 OPT \ U

t

( f ( U
t & { S i } ) - f ( U

t
) ) # g ( U

t
) + L�t+ 1, (4)

对于所有的 t = 1, 2, �, t * 都成立.这里 �t+ 1 = max
S
i
 St+ 1 \ Ut

f ( U
t & { S i } ) - f ( U

t
)

ci
.

上式第 2个不等号根据 f ( U
t & { S i } ) - f ( U

t
) # ci�t+ 1 与 ! S

i
 OPT \ U

t ci # L 综合可得. 令 L t =

!
t

r= 1
ci r , L 0 = 0, ( t = 0, �, t * ) .对于 j = 1, �, L = L t

*
+ 1,当 j = L t- 1+ 1, �, L t 时,定义  j = �t . 由此

可得

g ( U
t * & { S t * + 1} ) = !

t

r= 1 ci r �r = !
L

j = 1 j ,

g ( U
t
) = !

t

r= 1
ci r �r = !

L
t

j = 1
 j , ( t = 1, �, t

*
) ,

所以有

min
s= 1, �, L

!
s- 1

j = 1

 j + L s = min
t= 1, � , t

*
!
L
t

j= 1
 j + L L

t+ 1
= min

t= 1, �, t
*

g ( U
t
) + L�t+ 1 .

文[ 5] 给出如下不等式

!
P

i= 1  i

min
t= 1, �, P

!
t- 1

i = 1
 i + D t

% 1 - 1-
1
D

P

> 1- e
-
P
D , (5)

这里, D , P 为正整数,  i , ( i = 1, �, P ) 为非负实数且  1 > 0.

利用不等式(4) 和(5) 得

g( U
t
*

& { S t
*
+ 1} )

g( OPT )
%

!
L

j = 1 j

min
s= 1, �, L

!
s- 1

j = 1
 j + L s

% 1 - e
- L
L % 1 - e

- 1
. (6)

(下转第 13页)
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设 H 为由上述算法求得的近似解,由不等式(3) 和(6) 得

f ( H ) % f ( U
t
*

) = f ( V) + g ( U
t
*

) = f ( V ) + g( U
t
*

& { S t
*
+ 1} ) -

( g( U
t* & { S t

*
+ 1} ) ) - g( U

t *

) ) = f ( V ) + g ( U
t * & { S t * + 1} ) - ( f ( U

t* & { S t
*
+ 1} ) ) - f ( U

t *

) ) %

f ( V ) + (1 - e
- 1
) g ( OPT ) - f ( V ) / 3 % (1 - e

- 1
) f ( OPT ) .
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